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Summen Unabhangiger Zufallsvariablen T

Z=X+4Y, X, Y unabhangig

Faltungssatz (diskret): Pz(n Zk o Px(k)Py(n — k)
Charakteristische Funktion: gbz(s) ox(s) - py(s)
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Poisson-Verteilung AN[{]]

m Binomialverteilung fir N — oo mit p/N = const. =: A
= “Ubergang von diskreter auf stetige Zeitachse bei fester mittlerer Rate”
s A = "“mittlere Rate an Treffern pro Zeitabschnitt”

m Beispiele

m Sternschnuppen pro Stunde
m Anzahl an Websitebesuchern pro Minute

X ~ Poisson(\)
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Zusammenfassung AKUT

Poisson-Verteilung Faltungssatz (diskrete ZV)

X ~ Poisson(\) Z=X+Y, X.,Y unabhangig

)\k’ . e—>\ n
Px<]€) = Pz(n> = ;;%PX(IC)PY(n — k)

Kl
¢x(s) = exp (A(e/* — 1))

Charakteristische Funktion einer Summe von ZV

Binomialentwicklung J_X+Y  X.V unabhing
— : , Y unabhangig

i(n)akbn_k:m by (n): il @2(s) = dx(5) - dv(s)

k=0 \F
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Aufgabe 1: AKIT
Faltungssatz & Charakteristische Funktion

Es seien zwei unabhangige poissonverteilte Zufallsvariablen X und Y mit den Parametern A; bzw. Ay gegeben.

a) Zeigen Sie, dass die Summe Z = X + Y ebenfalls Poisson-verteilt ist mit dem Parameter A = A\; + \y. Nutzen Sie dazu den
Faltungssatz fiir die Addition zweier Zufallsvariablen.

b) Erbringen Sie denselben Nachweis mithilfe der charakteristischen Funktion.
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Aufgabe 1: AKIT
Faltungssatz & Charakteristische Funktion

Es seien zwei unabhangige poissonverteilte Zufallsvariablen X und Y mit den Parametern \; bzw. Ay gegeben.

a) Zeigen Sie, dass die Summe Z = X + Y ebenfalls Poisson-verteilt ist mit dem Parameter A = A\; + A\y. Nutzen Sie dazu den
Faltungssatz fiir die Addition zweier Zufallsvariablen.

AL emM Ay e
1 ]j Y ~ Poisson(\y) < Py(k) = : kﬁ;

X ~ Poisson(\;) < Px(k) =

n )\/{3 . 6—/\1 )\721—]6 . 6—)\2

Pz(n) = Pxiy(n ZPX PYn_m:kz:% k! .(n—k)!

& 1
—()\1—{—)\2) )\k’)\n k
i=o0 kl(n — k)!

=€

—()\1—1—)\2) n |

e n.

— > Xy
n! = k!(n—k)!

—()\1—1—)\2) n —(/\1+/\2) )\n -
e n e e
— § (k>>\/1€>\gk: — o ()\1 + )\Q)n =

TL' k=0 n'

= 7 ~ Poisson(\; + \9)
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Aufgabe 1: AKIT
Faltungssatz & Charakteristische Funktion

b) Erbringen Sie denselben Nachweis mithilfe der charakteristischen Funktion.

X ~ Poisson(\1) < ¢x(s) =exp <)\1(ej5 — 1)) Y ~ Poisson(\1) < o¢y(s) =exp <)\2(ej3 — 1))

b2(s) = 6x(s) - o (s) |
= exp ()\2(6‘75 — 1)) - exp ()\2(6‘78 — 1))
= exp (()\1 + Xg)(e* — 1))

= 7 ~ Poisson(\; + A9)
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Mehrdimensionale Zufallsvariablen AT

m Randdichte

fx(@) =" fxy(z y)dy

m Umrechnung von Dichten mit dem Transformationssatz

X =m(U,V), Y =hy(U,V)

J = ?%x Z%x B (B%hlwvv) a%hl(%“)) fxy(@,y) )
%y %y %hg(u,v) %hg(u,v)
fov(u,v) = |det(T)] - fX,Y(fM(U,U), hz(U,’U))
CEL
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Unabhiangigkeit & Korrelation | AT

m Unabhangige ZV (stetig)

Erinnerung: Unabhangige Ereignisse

X,Y unabhingig < fxyv(z,y) = fx(x)fy(y) X,Y unabhangig < P(AB)= P(A)P(B)

m Kovarianz

cov(X,Y) = E((X _ E(X))(Y _ E(Y))) Erinnerung: Varianz

m Korrelation

BE(XY)

m Korrelationskoeffizient
cov(X,Y)

YT VXV

pxy =0 & E(XY)=EX)E(Y)
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Unabhiangigkeit & Korrelation |1 AT

m Korrelation misst einen linearen Zusammenhang zwischen zwei ZV.
Unabhangigkeit gibt an ob zwei ZV “liberhaupt zusammenhangen”

X,Y unabhangig = X.,Y unkorreliert

m Bei gemeinsam normalverteilten ZV gilt zusatzlich

X, Y unkorreliert =- X,Y unabhangig

m Korrelation und Unabhangigkeit haben nichts mit den Einzelverteilungen zu tun. Sie sind “eine Ebene hoher”

= = =
& Z Z

fr(y) fr(y)

fX,Y(xa y) fX)Y(CU, y) vay(CC, y) fY(y)
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Zusammenfassung AT

_ cov(X,Y)
YT VXV

X=mnUYV), Y =hUYV)

a%x 6%56 3%%(% V) a%hl(ua v)
T=la, o,/ "|o 0
gu¥ oY) \gulaw:v) gyhau,v)
cov(X,Y)=FE(XY)—- E(X)E(Y) fov(u,v) = |det(J)]| - fX,Y(h1<uav)7 hg(’LL,’U>>
fx(@) = [ fxx(@,y)dy V(X) = B((X - B(X))*) = B(X?) — E*(X)

(
E(X) /_OZO zfx(z)dx
E(9(X)) = [ g(z)fx(z)dx
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Aufgabe 2: Transformationssatz fiir 2D-Dichten T

Die Zufallsvariable (X:;Y)! habe die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte f(x,y) = x + y fiir ,y € (0;1] und null sonst.
a) Berechnen Sie die Dichte von (Z = X - Y') mithilfe des Transformationssatzes.

b) Verwenden Sie einen alternativen Ansatz zur Berechnung der Dichte.
Hinweis: Beginnen Sie mit P(Z < z) = ...

c) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten pxy .
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Aufgabe 2: Transformationssatz fiir 2D-Dichten T

Die Zufallsvariable (X:;Y')? habe die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte f(z,%y) = x + y fiir 2, € (0; 1] und null sonst.

a) Berechnen Sie die Dichte von (Z = X - Y') mithilfe des Transformationssatzes.

U.=X N X=mUV)=U l<z<l=0<u<l
V=Z=XY Y =hy(U, V)= ¢ 0<y<l=0<v<u<l

or Ox
7 ouw ow| [ 1 0
B 770 IR A
ou Ov u?

1
fov(u,v) = |det(T)] - fy (halu, v), hafu, v)) = (u + Z) =1+  O<v<u<l
00 1 v v 1
fv(v) = /_OO fov(u,v)du :A 1+ quu = [u ~ul =2(1 —v), 0<v<1

20l—2) , 0<2<1
0 , sonst

fz2(z) = {
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Aufgabe 2: Transformationssatz fiir

b) Verwenden Sie einen alternativen Ansatz zur Berechnung der Dichte.
Bekannt: fxyv(z,y) =z+y

Hinweis: Beginnen Sie mit P(Z < z) =

14/15

PZ<Z / fZ

P(Z <z)=P(XY <2) = [Z ['T* fyy(w,y)dyde

u=xy

" mdy/ [ fxrla “>1dudfc

fZ(U)

fX,Y(CUa y)

O<y<1l = 0<ﬁ§1 = O<u<z<]
x

00 w1 1 Uu
fz(u) = /_OO Ixy(z, x)x dr = /Z 1+ :Ude =2(1—u), 0<u<l
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Aufgabe 2: Transformationssatz fiir 2D-Dichten T

c) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten pxy . Bekannt: { ;;((ng;y;(;f;’y 7_X.Yy
X.v) E(Z)
cov o0
pxy = L cov(X,Y) = E(XY)-EX)E(Y), E(X)=["_afx(r)dx
VXOV(Y) V(X) = B(X?) — EX(X)
00 y2 ! 1
fx(x) = " fxy(@,y)dy = [y = +ydy = :Ify+2] =T+
0
_ E(X) = EY) _ BE(Z) - EA(X)
fley) =1y 2) = { VixX)=v(y) T B - R(X)
1
E(X) = /_OZO v fx(z)dr = /le(a: + ;)daz = 3§+Qf = 172
2x? SR g (L2 1d_:z:4 :13?(’)1_5 N _;13_<172)2__1
(X?) = [ 2@’ fx(@)de = [ = (95+2) T = 4;6301_12 PXY = 2 (L2 1l
o 1
E(Z) :/_Oozfz(z)dz:/olz-Z(l—z)dz:Q ZQ_ZBOZS cEL
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