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Zufallsvariablen & Verteilungen A[{]]

m Zufallsvariablen (ZV)

Beispiel: Wiirfeln mit zwei Wiirfeln

X := "“"Summe beider Augenzahlen”
X A6, 7)1, €{l,...,6}} —{2,3,...,12}
Q cR

|dee: “Wegabstrahieren™ von Ergebnisraum (2

X R A = "Die Summe der Augenzahlen ist 4"
Px(zx) =P(X = =z ) . )
Verteilung E(// ReaIEifcjrung Direkter Weg Uber ZV
P(A) = P({(1,3),(2,2),(3,1)}) P(A) = Px(4) =
_ P((1,3)) + P((2,2)) + P((3,1)
_3. L1
36 12

CEL



Verteilungen & Verteilungsfunktionen AN[{]]

m Verteilungsfunktionen diskreter ZV
Beispiel: Wiirfeln mit zwei Wiirfeln

X := "Summe beider Augenzahlen”
Verteilungsfunktion Verteilung
Fx(r) =P(X<a)= ¥ Py ~ |
Y Px—a) = 05
n:T,<T 0F

m KenngroBen von Verteilungen

Erwartungswert Varianz p-Quantil
E(X) = é . P(X = z,) V(X)=E((X - E(X))) z,=inf{z € R: P(X < x)>p}
E(X +b)=E(X)+b V(X)=E(X? — (B(X))? p=05 — x,="Median"
E(X+Y)=E(X)+ EY) V(aX) = a*V(z)
FE(aX)=aF(X) V(X +0b)=V(X)
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Beispiele von Verteilungen

Bernoulli Verteilung

X kann nur die Werte 0 oder 1
annehmen

X ~ Bernoulli(p)

P(X=0)=1-p, P(X=1)=p
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Binomialverteilung

X = “Zahlen der Treffer bei NV
unabhangigen Versuchen”

X ~ Bin(N,p)

Px(k) = (k)pk(l —p)'"

KT

Poisson Verteilung

Binomialverteilung fir N — oo mit
pN = const. =: A

X ~ Poisson(\)

A

E(X) =\
V(X) =\

Communication Engineering Lab (CEL) CEL



Zusammenfassung AKUT

Verteilungsfunktion (diskret) Erwartungswert Binomialverteilung

Pxle)=PX sz)= % Px(wn) B(X) = & 2 P(X = ) Py(k) = (]Z)pm —p)
E(X +b) = E(X)+b
B(X +Y)=E(X)+ E(Y) E(X) = Np
E(aX) = aE(X) V(X) = Np(1-p)
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Aufgabe 1: Diskrete Verteilungen AT

Eine Polizistin fiihrt N = 6 Radarkontrollen auf einer LandstraBe durch. Die Radarkontrollen konnen als unabhangig angenommen
werden und fiihren jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p = 0,2 zu einem Strafzettel. Die diskrete Zufallsvariable R : {2 — R
beschreibt die Anzahl der Strafzettel in N = 6 Kontrollen.

a) Geben Sie den Ergebnisraum () der diskreten Zufallsvariablen R an und bestimmen Sie deren Erwartungswert E(R).
b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es bei 6 Kontrollen genau 3 Strafzettel gibt?

c) Skizzieren Sie die Verteilungsfunktion Fp(r) der Zufallsvariablen R.

Die folgenden Teilaufgaben konnen unabhangig von den bisherigen Teilaufgaben bearbeitet werden.

Ein Autofahrer muss jeden Tag auf seinem Arbeitsweg tiber die LandstraBe und tiber die Autobahn fahren. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass der Autofahrer auf der LandstraBe bzw. auf der Autobahn zu schnell fahrt und einen Strafzettel bekommt, liegt bei
pL = 0,2 bzw. bei pa = 0,3.

Hinweis: Es wird nur der einfache Weg (Hinweg) betrachtet.
d) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Autofahrer an einem Tag 0, 1 oder 2 Strafzettel bekommt?

e) Der Autofahrer fahrt an 200 unabhangigen Tagen im Jahr (ber seinen Arbeitsweg zur Arbeit. Wie viele Strafzettel sammelt
der Autofahrer innerhalb eines Jahres?
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Aufgabe 1: Diskrete Verteilungen AT

Eine Polizistin filhrt N = 6 Radarkontrollen auf einer LandstraBe durch. Die Radarkontrollen konnen als unabhangig angenommen
werden und fiihren jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p = 0,2 zu einem Strafzettel. Die diskrete Zufallsvariable R : {2 — R
beschreibt die Anzahl der Strafzettel in N = 6 Kontrollen.

a) Geben Sie den Ergebnisraum () der diskreten Zufallsvariablen R an und bestimmen Sie deren Erwartungswert E(R).
Q=1{0,1}°
R~Bin(N=6,p=02) = FEWR) =Np=1_2
b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es bei 6 Kontrollen genau 3 Strafzettel gibt?

N 6
P(R=3) = (3 )p3(1 — )V = (3) -0,2%.0,8% ~ 0,0819

c) Skizzieren Sie die Verteilungsfunktion Fp(r) der Zufallsvariablen R.

N 5 —7 L | .‘
Fulr) = ¥ ()p (1 p) N
r<r\T =
= 0.5 ]
r 0 1 % 3 4 5 6 0/ | | | | | |
Fr(r)] 0,262 0,655 0,901 0,983 0,998 0,999 1 0 1 2 3 4 5 6
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Aufgabe 1: Diskrete Verteilungen AT

Ein Autofahrer muss jeden Tag auf seinem Arbeitsweg tber die LandstraBe und tiber die Autobahn fahren. Die Wahrscheinlichkeit

dafiir, dass der Autofahrer auf der LandstraBe bzw. auf der Autobahn zu schnell fahrt und einen Strafzettel bekommt, liegt bei
pL = 0,2 bzw. bei pp = 0,3.

Hinweis: Es wird nur der einfache Weg (Hinweg) betrachtet.
d) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Autofahrer an einem Tag 0, 1 oder 2 Strafzettel bekommt?

R=A+1L
P(R=0)=P(A=0und L =0) — pa-pL = 0,56
PR=1)=PA=1undL=0)+PA=0und L=1) =ps-(1—pr)+ (1 —pa)-pr =0,38
P(R=2)=P(A=1und L =1) = (1 —pa)(l —pr) — 0,06

e) Der Autofahrer fahrt an 200 unabhangigen Tagen im Jahr (ber seinen Arbeitsweg zur Arbeit. Wie viele Strafzettel sammelt

der Autofahrer innerhalb eines Jahres?
~Bin(N=200,p=0,3)  ~Bin(N=200,p=0,2)

- - - s 200 . . 200 i 200 B
E(z Rn):ZE(Rn):Z[l-O,38+2-0,06} (El ")— [ XA+ XL
n=1 n=l n=l 200 200
e(a) e (Z

= 200 - 0,3 + 200 - 0,2 = 100
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Weitere KenngroBBen von Verteilungen AT

k-tes Moment k-tes zentrales Moment
B(X" = 3 25P(X = 2) E((X - EX)) = ¥ (20— E(X)" P(X = ,)
n=1 n=1
Charakteristische Funktion (diskret) Erzeugende Funktion
ox(s) = E(GJSX) — %O: ejsan(X = 2,) Voraussetzung: = € Ny
n=1
(k) W(z) = E(z") = 3 2"P(z = n)
E(Xk’) _ ¢Xk(0) =1
J
(n)
0
n!
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Zusammenfassung AKUT

Vertllngsfunktion (dskret)

V(X) = E((X - E(X))) z, =inf{z € R: P(X <) > p)

n:xr,<T

V(X) = E(X?) - (B(X))’ p=05 — x,="Median”
V(eX) = a’V(x)
V(X +b)=V(X)

Charakt. Funktion (diskret) Erzeugende Funktion

B(X*) = 3 oiP(X =) ¢x(s) = 5 " P(X = a,) ¥(2) = £ #"P(z =n)
(k) (n)
B(X*) = qb); 0 p(x =n)= 2
CEL
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Aufgabe 2: Erzeugende & Charakteristische AT
Funktion

Gegeben ist folgende Verteilungsfunktion F'y(x):

1 ‘ I
08} :
B 06 —
0.4 :

0.2 :

O 1 > 3 4 5

a) Stellen Sie die Verteilung Px(x) graphisch dar.

b) Geben Sie die erzeugende Funktion 1)y (z) und die charakteristische Funktion ¢x(s) an. Berechnen Sie mit mithilfe von
¢x(s) die Varianz V (X)),

c) Vergleichen Sie den Median und den Erwartungswert von X . Sind beide KenngroBen gleich? Begriinden Sie, welche
Eigenschaft einer diskreten Verteilung ausschlaggebend ist, damit beide Werte gleich sind.
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Aufgabe 2: Erzeugende & Charakteristische AT
Funktion

Gegeben ist folgende Verteilungsfunktion Fx(z):

1 ‘ ‘ ‘ ‘ |
08}
8 06 — T
047
0.2

0

0 ] 5 3 4 5

a) Stellen Sie die Verteilung Px(x) graphisch dar.

0.5 ‘ ‘
04 o
= 037
=0
OO 1 2 3 + 3
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Aufgabe 2: Erzeugende & Charakteristische AT

Funktion 0.5

04 o :
= 03] :

0] Co ]

0.1}
OO 1 2 3 4 D
x

b) Geben Sie die erzeugende Funktion ¢y (z) und die charakteristische Funktion ¢x(s) an. Berechnen Sie mit mithilfe von
¢x(s) die Varianz V (X).

5)
Vx(z) = X 2"P(X =n) =022+ 0,42° +0,12° + 022" +0,12°
n—1

5 . . . | .
dx(s) = 3 e P(X =n) = 0.2e"° +0,4¢’* +0,1¢% +0,2¢/* +0,1¢/%

n=1

V(X) = B(X?) — (B(X))"

(0
E(X):qbX():i P(X=n)=26 | o y(x)=84—26*=1,64

nP(X
J n=1
1/ O 5
E(X?) = ¢¥§ ) _ n*P(X =n) =84
J n=1
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Aufgabe 2: Erzeugende & Charakteristische AT
Funktion

1 : I
08} .
B 06/ —
0.4 :

0.2 f

U 1 > 3 4 5

c) Vergleichen Sie den Median und den Erwartungswert von X. Sind beide KenngrdBen gleich? Begriinden Sie, welche
Eigenschaft einer diskreten Verteilung ausschlaggebend ist, damit beide Werte gleich sind.

BE(X) =26

Median und Erwartungswert sind gleich (bei einer diskreten Verteilung mit ganzzahligen
Stutzstellen), wenn die Verteilung symmetrisch um denselben Punkt c ist, d.h.,

Plc+k)=Plc—k) Vk e Z.
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